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ORBIFOLDES, VARIE´TE´S SPE´CIALES ET CLASSIFICATION
DES VARIE´TE´S KA¨HLE´RIENNES COMPACTES
F.Campana
Le pre´sent texte est une introduction a` [C01] , ou` l’on trouvera les de´tails techniques. On suppose
le lecteur familier avec les notions de base de la ge´me´trie complexe (applications me´romorphes, formes
diffe´rentielles holomorphes, fibre´s en droites amples, courbes projectives complexes).
0. INTRODUCTION.
Notations: On notera X une varie´te´ complexe compacte et connexe Ka¨hle´rienne de dimension
complexe n, KX := det(Ω
1
X) son fibre´ canonique, dont les sections locales sont les formes volumes holo-
morphes.
Une fibration sera une application me´romorphe surjective a` fibres connexes f : X → Y , avec Y un
espace analytique complexe normal de dimension p ≤ n. On notera Xy sa fibre “ge´ne´rale” (ie: au-dessus
de y ∈ Y , dans une intersection de´nombrable d’ouverts de Zariski denses. Les fibres de f sont les images
de celles obtenues apre`s re´solution des inde´terminations). Deux fibrations sont e´quivalentes si elles ont
la meˆme famille de fibres, apre`s identification bime´romorphe des varie´te´s X,X ′ sur lesquelles elles sont
de´finies.
PROBLE`ME: “Classifier” X , a` e´quivalence bime´romorphe pre`s.
Trois ge´ome´tries “pures” (“sphe´rique”, “plate” et “hyperbolique”) se de´gagent naturellement, de´finies
par le “signe” (ne´gatif, nul, ou positif) de KX , ou de manie`re e´quivalente, par le signe de la courbure de
Ricci de X , avec un signe oppose´.
Dans le cas bien connu des courbes (n = 1), ces trois ge´ome´tries sont de´termine´es par un invariant
topologique: le genre g(X) ≥ 0. On a la trichotomie suivante:
ge´ome´trie “sphe´rique” si KX < 0, ie: ssi Ricci(X) > 0, ssi g(X) = 0, ssi X ∼= P
1(C).
ge´ome´trie (Ricci-)“plate” si KX = 0, ie: ssi Ricci(X) = 0, ssi g(X) = 1, ssi X ∼= C/Λ,Λ un
re´seau de C, ssi X est une courbe elliptique.
ge´ome´trie “hyperbolique” si KX > 0, ie: ssi Ricci(X) < 0, ssi g(X) ≥ 2, ssi X ∼= D/Γ,Γ un
re´seau cocompact de SU(1, 1), et D le disque unite´ de C.
Ces trois ge´ome´tries sont distingue´es aussi par d’autres invariants usuels (groupe fondamental, pseu-
dome´trique de Kobayashi, re´partition des points K-rationnels,...). Les deux premie`res ge´ome´tries ont
des comportements qualitativement voisins, antithe´tiques de celui de la troisie`me. Par exemple, la pseu-
dome´trique de Kobayashi est nulle pour les ge´ome´tries plate et sphe´rique, mais une me´trique dans le cas
hyperbolique; de manie`re analogue, si X est de´finie sur un corps de nombres K assez grand, l’ensemble
X(K) de ses points K-rationnels est dense dans les cas plat et sphe´rique, mais est fini dans le cas hyper-
bolique, par le the´ore`me de Faltings, conjecture´ par Mordell.
On donnera ci-dessous (§2.C) des ge´ne´ralisations bime´romorphes naturelles de ces ge´ome´tries en
toute dimension. Le proble`me de classification comporte donc une premie`re e´tape:
la classification (et l ’e´tude) des varie´te´s X de ge´ome´trie “pure”. Cette e´tape ne sera pas aborde´e
ici. L’e´tude des ge´me´tries pures ne suffit pas a` re´soudre le proble`me de classification pose´.
En effet, de`s que n ≥ 2, les produits de courbes montrent que le signe de KX n’est pas de´fini en
ge´ne´ral, et peut eˆtre mixte, pre´sentant des directions ne´gatives, nulles ou positives en chaque point.
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OBJECTIF: De´composer X , compacte Ka¨hler arbitraire, en ses “composantes” sphe´rique, plate
et hyperbolique, de manie`re a` re´duire (dans une large mesure) la compre´hension globale de la structure
des X arbitraires a` celle des X de ge´ome´trie pure. Une telle de´composition ne peut prendre la forme
simple de produits. En ge´ne´ral, on devra se contenter de fibrations dans lesquelles base et fibres ont une
ge´ome´trie pure donne´e. Plus pre´cise´ment, on va:
1. De´finir (§6.A) une ge´ome´trie “spe´ciale” par l’absence sur X de fibration a` base hyperbolique
au sens “orbifolde”. Les varie´te´s plates et sphe´riques sont spe´ciales. L’introduction d’une structure
orbifolde sur la base d’une fibration est en fait l’ingre´dient nouveau, ne´cessaire, mais suffisant, pour baˆtir
une the´orie cohe´rente de la de´composition des varie´te´s X . La classification doit donc eˆtre e´tendue a` la
cate´gorie des orbifoldes, a` laquelle la plupart des techniques existantes s’e´tendent sans difficulte´.
2. Construire (au (§7.A)), pour toute X , une fibration, fonctorielle en X , cX : X → C(X) (le coeur
de X), caracte´rise´e par le fait que:
a. ses fibres ge´ne´rales sont spe´ciales.
b. sa base orbifolde est hyperbolique.
Cette fibration de´compose donc X en ses composantes spe´ciale (les fibres de cX) et hyperbolique (la
base orbifolde de cX). Et X est spe´ciale ssi C(X) est re´duit a` un point.
3. De´composer ensuite (au (§7.B)) cX fonctoriellement comme une tour de fibrations e´le´mentaires
de deux types: r (resp. J), dont les fibres sont sphe´riques (resp. plates) dans un sens orbifolde ade´quat.
Le re´sultat final prend la forme: cX = (J ◦ r)
n.
Lorsque X est spe´ciale, cette de´composition du coeur exprime donc X comme tour de fibrations
a` fibres orbifoldes alternativement sphe´riques et plates. La ge´ome´trie spe´ciale apparait ainsi comme la
combinaison orbifolde des deux premie`res ge´ome´tries, sphe´rique et plate, de la trichotomie.
4. Donner (§8), pour X compacte Ka¨hler, a` l’aide du “coeur” une de´composition qualitative con-
jecturale tre`s simple de la pseudome´trique de Kobayashi dX de X , et de l’ensemble X(K) des points
K-rationnels de X (si X est projective, de´finie sur un corps de nombres K assez grand). Ces conjectures
e´tendent celles de S.Lang, qui traitent du cas particulier ou` X est “hyperbolique”.
A titre d’exemple, on conjecture que X est spe´ciale si et seulement si dX ≡ 0, si et seulement si
X(K) est dense dans X (pour X comme ci-dessus, et K assez grand). Ces assertions pre´sentent ainsi la
ge´ome´trie spe´ciale comme la combinaison des ge´ome´tries sphe´rique et plate e´galement des points de vue
arithme´tique et Kobayashi pseudome´trique.
La trichotomie initiale de la ge´ome´trie complexe se re´duit ainsi a` une dichotomie spe´ciale-hyperbolique
de nature plus fondamentale, semble-t-il.
1. DIMENSION CANONIQUE (OU: “DE KODAIRA”)
A. Dimension de Kodaira-Iitaka d’un fibre´ en droites.
SoitX une varie´te´ projective complexe de dimension n, et L un fibre´ holomorphe en droites complexes
sur X (par exemple: L = KX , si X est lisse). On va de´finir une notion de “positivite´ ge´ome´trique” pour
L a` l’aide du comportement asymptotique de h0(X,mL) := dimC(H
0(X,mL)) quand m > 0 tend vers
+∞. (On utilise la notation additive mL := L⊗m). L’ide´e est que les h0(X,mL) croissent (a` (X,L) fixe´)
comme un polynoˆme dont le degre´ est la dimension de la base d’une fibration dont les fibres sont les
sous-varie´te´s maximales de X le long desquelles L est “plat”.
1.1. Exemples:
1. si L = OX (le fibre´ trivial), on a: h
0(X,mL) = 1, ∀m > 0.
2. Si L est ample (ie: admet une me´trique hermitienne de courbure positive), alors:
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hp(X,mL) = 0, ∀p > 0, ∀m > m0 (annulation de Kodaira).
Donc: h0(X,mL) = χ(X,mL) ∼ C(X,L).mn, quand m→ +∞, ou` C(X,L) = Ln/n! > 0.
3. Par contre, si −L est effectif, c’est-a`-dire si L a une section me´romorphe non-nulle s ayant des
poˆles, mais pas de ze´ro, alors h0(X,mL) = 0 pour tout m > 0 (car (m − m)L = OX aurait alors une
section non nulle ayant des ze´ros d’ordre m la` ou` s a des poˆles).
4. On peut enfin remarquer que si f : X → Y est une fibration holomorphe, avec p := dimC(Y ), et
si M est un fibre´ en droites holomorphe sur Y , alors: h0(X,mf∗(M)) = h0(Y,mM), ∀m > 0.
Si M est ample sur Y , on a donc: h0(X,mf∗(M)) ∼ C(Y,M)mp, quand m→ +∞.
5. Si h0(X,mL) ∼ A.mp, quand m→ +∞, on a aussi: Log(h0(X,mL)) ∼ p.Log(m), d’ou` la:
1.2. De´finition: Soit X un espace analytique complexe compact irre´ductible, et L un fibre´ en
droites holomorphe sur X . On pose: κ(X,L) := limsupm→+∞(Log(h
0(X,mL))/Log(m)). On appelle
cet invariant la dimension de Kodaira-Iitaka de L
1.3. Exemples: Si (X,L) est comme dans les exemples 1,2,3,4,5 pre´ce´dents, κ(X,L) vaut donc
respectivement: 0, n,−∞, p.
Plus ge´ne´ralement, on montre les re´sultats suivants (voir [U]):
1.4. Proposition:
1. ∀m > 0 : κ(X,L) = κ(X,mL) ∈ {−∞, 0, 1, ..., n}.
2. κ(X,L) = −∞ ssi h0(X,mL) = 0, ∀m > 0.
3. κ(X,L) = d ≥ 0 ssi Bmd ≥ h0(X,mL) ≥ Amd, ∀m > m0, pour deux constantes B > A > 0,
quitte a` remplacer L par un multiple m1L ade´quat.
4. Si κ(X,L) = d ≥ 0, il existe une (a` e´quivalence bime´romorphe pre`s unique) fibration ΦL : X → VL
telle que dim(VL) = d, et κ(Xv, Lv) = 0, si Xv est la fibre ge´ne´rale de ΦL, et Lv la restriction de L a` Xv.
Cette fibration est la fibration d’Iitaka associe´e a` L.
5. Si f : X → Y est une fibration, et L un fibre´ en droites sur X , alors on a l’ine´galite´ dite
(“additivite´ facile”): κ(X,L) ≤ p+ κ(Xy, L|Xy ), avec p = dim(Y ).
1.5. Remarques: L’assertion 4. pre´ce´dente est un substitut (tre`s faible) du cas L = Φ∗(M),
avec M ample sur VL, comme dans l’exemple (1.1.4). En effet: l’application ΦL de l’assertion 1.4.4 ci-
dessus est tre`s classique: elle n’est autre que l’application ΦmL : X → P(H
0(X,mL)∗) := PN associe´e au
syste`me line´aire |mL|, pour m grand et divisible. Cette application associe a` x ∈ X ge´ne´rique l’hyperplan
constitue´ des sections qui s’annulent en x. Si L est ample, cette application est un plongement de X dans
PN , et les sections de mL s’annulent sur les intersections de ΦmL(X) avec les hyperplans de P
N .
Si L = f∗(M), comme dans l’exemple (1.1.4) ci-dessus, alors ΦM est un plongement de Y , et
clairement, ΦL = f ◦ ΦM , puisque H
0(X,mL) = f∗(H0(Y,mM)). Donc ΦL(X) = Y est bien de
dimension p, et ΦL = f .
B. La Dimension Canonique.
1.6. De´finition: Soit X varie´te´ analytique complexe compacte connexe (lisse). On pose:
κ(X) := κ(X,KX) ∈ {−∞, 0, 1, ..., n}.
Si κ(X) = n(= dim(X), on dit que X est de type ge´ne´ral.
On appelle κ(X) la dimension canonique (ou: “de Kodaira”) de X .
(Le terme de “dimension canonique est duˆ a` Moishezon ([Mo], ou` il l’a introduite). Cette notion
apparait en fait pour la premie`re fois dans [Sh], semble-t-il, mais dans le cas particulier des surfaces.
Le terme, usuel, de “dimension de Kodaira” est surprenant, puisque Kodaira n’a jamais utilise´ cette
notion (sauf une fois, en 1975, alors qu’elle e´tait de´ja` devenue d’usage courant), et ceci meˆme dans sa
classification des surfaces, qu’il base syste´matiquement sur l’e´tude des invariants nume´riques de leurs
mode`les minimaux).
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La dimension canonique est l’invariant fondamental de la classification. Le the´ore`me de prolongement
d’Hartogs montre que c’est un invariant bime´romorphe de X . (Attention! Ce ne serait pas le cas si
l’on avait conside´re´ −KX). On peut donc, par invariance bime´romorphe, de´finir κ(X) pour un espace
analytique compact irre´ductible X quelconque (en en conside´rant un mode`le lisse).
Si f : X → Y est me´romorphe surjective, avec X,Y de meˆme dimension, on a: κ(X) ≥ κ(Y ). En
particulier: X est de type ge´ne´ral si Y l’est.
1.7. Exemples:
1. Les courbes. On a 3 cas:
κ(X) = −∞ ssi X ∼= P1 ssi g(X) = 0 ssi KX < 0.
κ(X) = 0 ssi X ∼= C/Λ ssi g(X) = 1 ssi KX = 0.
κ(X) = −∞ ssi X ∼= D/Γ ssi g(X) ≥ 2 ssi KX > 0.
On voit donc que pour les courbes, κ e´quivaut a` la “ge´ome´trie” de X .
2. Produits. Si X = T × S est le produit de 2 varie´te´s T et S, alors on montre facilement que, de
manie`re naturelle: H0(X,mKX) = H
0(T,mKT )⊗H
0(S,mKS), ∀m, et donc que: κ(X) = κ(T ) + κ(S).
Par exemple: Soit T une varie´te´ complexe compacte et connexe. Alors: κ(T × P1) = −∞.
Si κ(S) = 0 (par exemple: si S est une courbe elliptique), alors: κ(T × S) = κ(T ). (On obtient
ainsi des exemples simples de varie´te´s X de dimension n, et de dimension canonique κ ∈ {−∞, 0, 1, ..., n}
arbitraire).
3. Fibrations. Soit f : X → Y , une fibration. Alors on a: κ(Y )+κ(Xy) ≤ κ(X) ≤ dim(Y )+κ(Xy).
L’ine´galite´ de droite est l’additivite´ facile de 1.4.4, mais celle de gauche est la conjecture Cn,m d’Iitaka
(l’hypothe`se X Ka¨hler est essentielle). Cette conjecture est de´montre´e (Kawamata, Viehweg) lorsque Y
est de type ge´ne´ral (ie: κ(Y ) = dim(Y ) > 0), auquel cas on a donc e´galite´: κ(X) = dim(Y ) + κ(Xy).
Si κ(X) ≥ 0, on de´finit par application de 1.4.4 a` KX une (unique) fibration JX : X → J(X),
appele´e fibration d’Iitaka-Moishezon, telle que: dim(J(X)) = κ(X), et κ(Xj) = 0, si Xj est sa
fibre ge´ne´rale. Cette application de´termine donc la “composante κ = 0” de X si κ(X) ≥ 0. Observer
cependant qu’il n’y a pas de relation simple entre KX et J
∗
X (KJ(X)) en ge´ne´ral. En particulier, J(X)
n’est pas toujours de type ge´ne´ral, et JX ne fournit alors pas de “composante” de type ge´ne´ral de X .
(Remarquons que la fibration d’Iitaka-Moishezon, introduite dans [Ii] et [Mo], est appele´e simplement
“fibration d’Iitaka”, d’habitude. A nouveau, [Mo] semble eˆtre passe´ inaperc¸u).
4. Surfaces. On a ici 4 classes de surfaces:
κ(X) = −∞ ssi X est bime´romorphe a` un produit P1 × C, ou` C est une courbe.
κ(X) = 0 ssi un reveˆtement e´tale fini de X est bime´romorphe a` un tore complexe (de dimension 2),
ou a` une surface K3 (de´formation d’une quartique lisse de P3).
κ(X) = 1 ssi X est bime´romorphe a` une fibration “elliptique” JX = f : X → C = J(X) sur une
courbe C telle que mKX = f
∗(L), avec L ample sur C, pour un m > 0. (Dire que f est elliptique signife
que ses fibres lisses sont des courbes elliptiques).
κ(X) = 2, alors X est de “type ge´ne´ral” (il n’y a pas de principe de classification connu; c’est
dans cette classe que se trouve l’immense majorite´ des varie´te´s de cette dimension (d’ou` le terme, duˆ a`
Moishezon)).
5. Varie´te´s de type ge´ne´ral. Si f : X → Y est une fibration holomorphe et si X est de type
ge´ne´ral, alors Xy est aussi de type ge´ne´ral, par additivite´ facile 1.4.5 et KXy = KX|Xy . Par restriction a`
un sous-espace ade´quat de Z, on en de´duit que le membre ge´ne´ral d’une famille de sous-varie´te´s (Vz)z∈Z
est aussi de type ge´ne´ral si ces sous-varie´te´s recouvrent X .
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C. Varie´te´s unire´gle´es.
1.8. De´finition: On dit que X (Ka¨hler compacte connexe) est unire´gle´e s’il existe une application
me´romorphe surjective f : T × P1 → X (dans laquelle T de´pend de X , et la restriction de f a` t× P1 est
non-constante, pour t ∈ T ge´ne´rique).
On montre, a` l’aide de la the´orie de la varie´te´ de Chow (qui de´crit en particulier les de´formations
de f par des espaces de parame`tres analytiques), que cette condition signifie aussi que X est recouverte
par des courbes rationnelles (ie: des images d’applications holomorphes non-constantes r : P1 → X),
et que l’on peut choisir f : T × P1 → X ge´ne´riquement finie.
On en de´duit la:
1.9. Proposition: Si X est unire´gle´e, alors: κ(X) = −∞.
L’une des conjectures fondamentales de la classification est la re´ciproque, e´tablie en dimension 3 si
X est projective ([Mi], [M]), mais seulement en dimension 2 pour X Ka¨hler:
1.10. Conjecture “−∞”: Si κ(X) = −∞, alors X est unire´gle´e.
Cette conjecture ne´cessite l’hypothe`se X Ka¨hler (comme le montrent les surfaces de Hopf).
2. LES TROIS GE´OME´TRIES “PURES”.
A. Les trois ge´ome´tries pures.
Elles sont de´finies en dimension n par les trois classes suivantes de varie´te´s X (qui ge´ne´ralisent
respectivement les courbes hyperboliques, plates et sphe´riques):
2.1. Varie´te´s de type ge´ne´ral: Ce sont les X telles que κ(X) = n. Les exemples les plus simples
sont les quotients de domaines borne´s syme´triques, et les hypersurfaces lisses de degre´ au moins n+ 3 de
Pn+1.
2.2. Varie´te´s avec κ(X) = 0. Les exemples les plus simples sont les tores complexes (Cn/Λ), Λ
re´seau de Cn, les varie´te´s hyperka¨hle´riennes, et les varie´te´s de Calabi-Yau. Les hypersurfaces lisses de
degre´ n+ 2 dans Pn+1 appartiennent a` cette classe. Pour n = 1, on obtient les courbes elliptiques, pour
n = 2, des varie´te´s hyperka¨hle´riennes: les surfaces K3, et pour n ≥ 3, des varie´te´s de Calabi-Yau, dont
les quintiques de P4 fournissent les premiers exemples).
2.3. Les varie´te´s κ-Rationnellement Connexes. (Ou “κ-RC”, en abre´ge´). Ce sont les X telles
que , pour toute fibration (me´romorphe) f : X → Y , on ait: κ(Y ) = −∞. (ie: X ne “domine” que des
varie´te´s Y telles que κ(Y ) = −∞).
Si l’on prend f := idX : X → X , on a donc: κ(X) = −∞ si X est κ-RC. La conjecture −∞ affirme
donc que X est unire´gle´e si X est κ-RC.
Mais la condition “unire´gle´e” est beaucoup plus faible que κ-RC, car si f : X → Y est une fibration,
alors Y est κ-RC si X l’est. Tandis que X = P1 × T est unire´gle´e, pour T arbitraire, mais κ-RC ssi T
l’est. Si C est une courbe elliptique, par exemple, X = P1 × C est unire´gle´e, mais pas κ-RC.
La proprie´te´ κ-RC peut ne´mmoins eˆtre de´crite ge´ome´triquement, si l’on admet la conjecture −∞.
2.4. De´finition: La varie´te´ X est rationnellement connexe (RC en abre´ge´) si deux points
ge´ne´riques de X peuvent eˆtre joints par une courbe rationnelle de X .
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2.5. Remarques. Si X est lisse, il suffit pour eˆtre RC, que 2 points ge´ne´riques de X soient contenus
dans une re´union finie connexe de courbes rationnelles de X . La lissite´ est essentielle (prendre un coˆne
sur une courbe elliptique pour le voir). De plus, si X est RC, tout ensemble fini de X (et non seulement
les ensembles a` 2 e´le´ments) est contenu dans une courbe rationnelle de X . Ces re´sultats difficiles sont
de´montre´s dans [Ko-Mi-Mo]. Voir [De97] pour un expose´ tre`s clair.
2.6. Exemples: Pn, les Grassmanniennes, et plus ge´ne´ralement, les varie´te´s rationnelles ou unira-
tionnelles sont RC. Les varie´te´s de Fano (−KX ample) le sont aussi, et donc aussi les hypersurfaces lisses
de degre´ au plus n+ 1 de Pn+1, par la formule d’adjonction.
Une varie´te´ X qui est RC est unire´gle´e, et a donc κ(X) = −∞. Par ailleurs, si f : X → Y est
surjective, il est imme´diat que Y est e´galement RC, donc κ(Y ) = −∞. Donc X est κ-RC si X est RC.
Re´ciproquement, on montre facilement (a` l’aide du quotient rationnel de´crit ci-dessous et de [G-H-S] en
particulier) la:
2.7. Proposition: Si la conjecture −∞ est vraie, alors X est RC ssi X est κ-RC.
(Voir 2.12 ci-dessous pour les ingre´dients de la de´monstration).
B. Le quotient rationnel.
On a de´fini en 1.7.3 la fibration d’Iitaka-Moishezon de X si κ(X) = 0. Cette fibration de´termine
dans un sens satisfaisant la “composante κ(X) = 0” dans ce cas.
On peut aussi construire la “composante” RC de X (qui est donc aussi sa composante pure κ-RC si
la conjecture −∞ est vraie).
2.8. The´ore`me: Il existe une (unique) fibration rX : X → R(X) telle que:
1. Les fibres de rX sont RC.
2. R(X) n’est pas unire´gle´.
On appelle rX le quotient rationnel de X .
2.9. Remarques:
1. La conjecture −∞ affirme que κ(R(X)) ≥ 0, et donc que l’on peut de´finir la compose´e JR(X)◦rX :
X → J(R(X)) dans tous les cas.
2. On peut de´finir de manie`re analogue un quotient κ-RC, en remplac¸ant RC par κ-RC dans la
condition 3.7.1. Ces deux quotients coincident, si 1.10 est vraie.
3. Observer que dim(R(X)) < dim(X) ssi X est unire´gle´e.
2.10. indication sur la de´monstration de 2.8: On construit ([C81], [Ko-Mi-Mo]) rX comme le
quotient de X pour la relation d’e´quivalence sur X , lisse, qui identifie deux points lorsqu’ils sont contenus
dans une re´union connexe de courbes rationnelles. Les fibres ge´ne´riques de rX sont alors lisses, donc RC
par 2.5. On conclut enfin que R(X) n’est pas unire´gle´ a` l’aide du:
2.11. The´ore`me ([G-H-S]): Soit f : X → Y une fibration telle que Xy soit RC. Alors:
1. Si Y est une courbe, f admet une section. En particulier, X est RC si Y = P1.
2. Si Y est RC, X aussi.
(La de´monstration de 2.11 (voir [De02] pour un expose´ accessible) est donne´e dans le cas ou` X est
projective, mais s’applique au cas Ka¨hler par certains re´sultats de [C81]).
2.12. indication sur la de´monstration de 2.7: Si R(X) n’est pas un point, alors κ(R(X)) ≥ 0, par
la conjecture −∞. Contradiction si X est κ-RC. Donc R(X) est un point, et X est RC.
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C. Pourquoi les structures orbifoldes.
2.13. Une ide´e naturelle pour construire les “composantes” κ = 0 et κ-RC de X consiste a`
ite´rer l’application (JR(X) ◦ rX) pre´ce´dente; c’est-a`-dire a` l’appliquer a` X , puis a` J(R(X)) = (J ◦ r),
J(R(J(R(X)))) = (J ◦ r)2, etc... Cette suite de fibrations stationne quand la base B, obtenue apre`s k
ite´rations c := (J ◦ r)k, k ≤ n, satisfait: B = R(B) = J(R(B)), ce qui ne se produit clairement que si
B est une varie´te´ de type ge´ne´ral, ou un point. On obtiendrait ainsi, par e´limination des “composantes”
successives des types κ = 0 et κ-RC de X , une base qui serait la “composante” de type ge´ne´ral de X
(e´ventuellement triviale, c’est-a`-dire re´duite a` un point).
Remarquons que l’on peut envisager de construire directement “par en bas”, la fibration c := (J ◦r)n
compose´e de toutes les fibrations pre´ce´dentes en construisant une fibration f : X → Y de base Y de type
ge´ne´ral, et maximale pour cette proprie´te´. On peut facilement construire une telle f , mais la construction
n’est pas stable par reveˆtement e´tale fini. Et ne peut en fait pas eˆtre corrige´e en prenant en conside´ration
ces reveˆtements. ([C01],[B-T]).
Nous allons voir sur un exemple simple (2.14 ci-dessous) que des “composantes” de type ge´ne´ral
peuvent exister dans X , qui ne sont pas “re´ve´le´es” par une telle ite´ration, a` cause de la pre´sence de fibres
multiples. Cet exemple montre aussi que la dimension des fibres de la fibration c n’est pas invariante par
reveˆtement e´tale fini.
2.14. Un exemple justificatif. Soient E (resp. H) une courbe elliptique (resp. hyperelliptique
de genre g ≥ 2) , et t (resp. ϑ) une translation d’ordre 2 sur E (resp. l’automorphisme hyperelliptique
de H). Soit X ′ := E × H, et a := (t × ϑ : X ′ → X ′ l’involution (sans point fixe) obtenue par action
diagonale.
On note X := X ′/ < a > le quotient de X ′ par a, et par u : X ′ → X et v : H → H/ < ϑ >∼= P1 les
applications quotient naturelles.
Alors JX : X → H/ < ϑ >= J(X) est la projection naturelle. Elle a pour base P
1, et fibre
ge´ne´rique E. Ne´ammoins, X a certainement une “composante” de type ge´ne´ral non triviale (re´ve´le´e par
la pseudome´trique de Kobayashi, ou le groupe fondamental, si l’on veut qu’une telle notion soit invariante
par reveˆtement e´tale). Pour cettte raison, la base P1 de la fibration JX doit eˆtre conside´re´e comme e´tant
de type ge´ne´ral, si l’on veut avoir une construction compatible avec les reveˆtements e´tales.
X ′ = E ×H
u
//
JX′

X
JX

H
v
// P1
Une donne´e ge´ome´trique a ne´ammoins garde´ la trace de la construction pre´ce´dente: les fibres
multiples de JX . Celles-ci sont de multiplicite´ 2, situe´es au-dessus des images bj, j = 1, ..., 2g + 2, par
v des points hyperelliptiques de H. On va donc de´finir le fibre´ canonique de la base B de JX par:
KB := KP1 +
∑
j=1,...,2g+2(1− 1/2).bj, de telle sorte que son image re´ciproque par v soit KH .
2.15. La version orbifolde Nous allons maintenant ge´ne´raliser cette construction, en introduisant
(§4) une structure orbifolde sur la base d’une fibration f : X → Y arbitraire, et montrer que les struc-
tures orbifoldes ainsi obtenues permettent de re´soudre naturellement le proble`me de de´composition pose´
initialement, en conside´rant les versions orbifoldes des fibrations r, J, c e´voque´es en 2.9 ci-dessus.
L’ide´e sous-jacente est que, tout comme dans l’exemple (2.14) ci-dessus, il existe un reveˆtement
ramifie´ fini Y ′ de Y tel que par ce changement de base les fibres de f perdent leurs multiplicite´s, et que
l’espace X ′ de´duit de X soit non-ramifie´ sur X . Un tel changement de base n’existe pas, en ge´ne´ral, et
la structure orbifolde que l’on introduit sur Y est un substitut virtuel pour un tel Y ′. On va justement
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ve´rifier que les orbifoldes ainsi introduites se comportent exactement comme dans le cas “classique” ou
un tel reveˆtement existerait.
Cette notion de base orbifolde nous permettra de de´finir (§6.A) les varie´te´s spe´ciales comme e´tant
celles n’ayant pas de fibration non-constante ayant une base orbifolde de type ge´ne´ral. Cette classe
contient les varie´te´s de type RC ou κ = 0.
On construira directement (par “en bas”), (§7.A) sur toute X une unique fibration (le “coeur”) a`
fibres spe´ciales et base orbifolde de type ge´ne´ral (ou un point ssi X est spe´ciale).
L’ite´ration de la suite de fibrations (J ◦ r), prise au sens orbifolde, nous conduira en 7.B a` la
de´composition canonique du “coeur”.
3. ORBIFOLDES.
3.1. Soit Y une varie´te´ complexe compacte et connexe. Une structure d’orbifolde sur Y est la
donne´e d’un Q-diviseur ∆ :=
∑
j∈J aj .Dj , avec 0 < aj ≤ 1, aj ∈ Q, ∀j, et Dj des diviseurs irre´ductibles
distincts de Y . (On dira que ∆ est a` multiplicite´s “standard” si aj = (1− 1/mj),mj ∈ Z, ∀j ∈ J).
On notera (Y/∆) l’orbifolde ainsi de´finie.
Son fibre´ canonique est le Q-diviseur KY +∆ sur Y .
Sa dimension de Kodaira est: κ(Y/∆) := κ(Y,KY + ∆) := κ(Y,m0.(KY + ∆), ou` l’on a choisi
m0 ∈ Z
+ tel que m0.aj ∈ Z, ∀j.
On a, bien suˆr, toujours: κ(Y/∆) ≥ κ(Y ), et κ(Y/∆) ∈ {−∞, 0, 1, ..., n}.
3.2. Exemple: Si Y = Pp, si dj est le degre´ de Dj , et si δ := deg(K(Pp/∆)) := −(p+1)+
∑
j∈J aj .dj,
alors: κ(Pp/∆) = −∞ (resp. 0; resp. p) ssi: δ < 0 (resp. δ = 0; resp. δ > 0).
3.3. Fibration d’Iitaka-Moishezon. Elle peut eˆtre de´finie par application de 1.4.4. a` son fibre´
canonique, avec les meˆmes proprie´te´s que si ∆ = ∅, pour toute orbifolde (Y/∆) si κ(Y/∆) ≥ 0.
4. LA BASE ORBIFOLDE D’UNE FIBRATION.
A. Ge´ne´ralite´s.
4.0. Multiplicite´s. Soit f : X → Y une fibration holomorphe, avec X,Y lisses.
Un diviseur effectif E de X est dit f-exceptionnel si codimY (f(E)) ≥ 2.
Soit D ⊂ Y un diviseur irre´ductible, et f∗(D) =
∑
j∈J (mjDj) + E, ou` E est f -exceptionnel, et ou`
les Dj sont les composantes irre´ductibles non f -exceptionnelles de f
−1(D). Donc: f(Dj) = D, ∀j.
On de´finit alors: m(f,D) := infj∈J{mj}. C’est la multiplicite´ de la fibre de f au-dessus du
point ge´ne´rique de D.
Remarquons que l’on a donc: m(f,D) = 1, sauf pour un nombre fini de diviseurs D, contenus dans
le lieu de Y au-dessus duquel f n’est pas submersive.
4.1. Remarque: La multiplicite´ classique est de´finie diffe´remment, par: m+(f,D) := pgcdj∈J{mj}.
4.2. De´finition: La base orbifolde de f est: (Y/∆(f)), ou` : ∆(f) :=
∑
D⊂Y (1 − 1/m(f,D)).D.
(Cette somme est finie, puisque le coefficient de D s’annule ssi m(f,D) = 1).
4.3. Exemples:
1. Si Xy est RC et si Y est projective, on de´duit de 2.11 que ∆(f) = ∅.
2. Si Xy est une courbe elliptique, on peut avoir ∆(f) 6= ∅ (voir l’exemple 2.14).
On de´finit enfin: κ(Y, f) := κ(Y/∆(f)) := κ(Y,KY +∆(f)).
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4.4. Remarque: Cette dimension n’est pas un invariant bime´romorphe de f . C’est-a`-dire que
l’on n’a pas ne´cessairement κ(Y, f) = κ(Y ′, f ′) si f et f ′ : X ′ → Y ′ sont e´quivalentes (note´: f ∼ f ′) ,
c’est-a`-dire s’il existe un diagramme commutatif u : X ′ → X , v : Y ′ → Y avec f ◦ u = v ◦ f ′ : X ′ → Y ,
dans lequel u et v sont bime´romorphes.
X ′
u
//
f ′

X
f

Y ′
v
// Y
Dans une telle situation, on a alors:
1. v∗(∆(f
′) = ∆(f), et donc:
2. κ(Y ′, f ′) ≤ κ(Y, f).
Mais on peut avoir ine´galite´ stricte (seulement si κ(Y ) = −∞). D’ou`:
4.5. De´finition: κ(f) := inf{κ(f ′); f ′ ∼ f}.
On dit que f est de type ge´ne´ral si κ(f) = dim(Y ) > 0.
(Si Y est de type ge´ne´ral, f est donc de type ge´ne´ral). Mais il existe des fibrations de type ge´ne´ral
de base Pp, par exemple celle de´finie en 2.14).
On a un crite`re pour tester si κ(Y, f) = κ(f).
4.6. De´finition: f ′ : X ′ → Y ′ est nette s’il existe u : X ′ → X , avec X lisse, telle que tout diviseur
E′ ⊂ X ′ qui est f ′-exceptionnel est u-exceptionnel.
Une fibration f a toujours des repre´sentants nets, obtenus par aplatissement de f par un changement
de base bime´romorphe v : Y ′ → Y , et de´singularisation d : X ′ → X de l’espace X” obtenu par ce
changement de base.
X ′
d
//
f ′
!!C
CC
CC
CC
C X”
u”
//
f”

X
f

Y ′
v
// Y
4.7. Proposition: κ(Y, f) = κ(f) si f est nette.
4.8. Remarque: On de´montre la proposition ci-dessus par une seconde de´finition directe de κ(f) :=
κ(X,Ff ), ou` Ff ⊂ Ω
p
X est le faisceau cohe´rent de rang 1 obtenu par saturation de f
∗(KY ) dans Ω
p
X .
Les fibrations de type ge´ne´ral sur X lisse sont alors naturellement en bijection avec les sous-faisceaux
de Bogomolov de X , qui sont les sous-faisceaux sature´s cohe´rents F de rang 1 de ΩpX , pour un p > 0,
tels que κ(F ) = p, c’est-a`-dire maximale, par l’ine´galite´ classique de Bogomolov.
4.9. Remarque: Si f : X → Y est une fibration, et E :=
∑
h∈H(1− 1/nh).Eh un diviseur orbifolde
“standard” sur X , alors la restriction Ey de E a` Xy est un diviseur orbifolde standard sur Xy. On de´finit
de manie`re analogue au cas ci-dessus, ou` E = ∅, la base orbifolde ∆(f,E) :=
∑
D⊂Y (1−1/m(f,E;D)).D
de (f,E), et la dimension de Kodaira κ(f,E), de telle sorte que si g : Z → X et f sont nettes, alors:
∆(f ◦ g) = ∆(f,∆(g)).
(Plus pre´cise´ment: m(f,E;D) = infj∈J{mj .nj}, ou`: nj = nh si Dj = Eh, h ∈ H, et nj = 1 sinon).
9
Z
g
//
f◦g
$$I
II
II
II
II
I (X/∆(g))
f

Y
5. ADDITIVITE´ ORBIFOLDE.
On e´tend au cadre orbifolde la conjecture Cn,m d’Iitaka.
5.1. Conjecture Corbn,m: Soit f : (X/E) → Y une fibration a` croisements normaux (dans un sens
ade´quat naturel), E e´tant un diviseur orbifolde sur X . Alors: κ(X/E) ≥ κ(Xy/Ey) + κ(Y/(∆(f,E)).
L’un des outils essentiels des pre´sentes conside´rations est le:
5.2. The´ore`me: Soit f : (X/E)→ Y comme ci-dessus.
Si (f,E) est de type ge´ne´ral (ie: si κ(Y/∆(f,E)) = dim(Y )), alors: κ(X/E) = dim(Y ) + κ(Xy/Ey).
La de´monstration est une adaptation au cas orbifolde de celle, classique, de Viehweg. Bien que les
techniques de de´monstrations soient les meˆmes, le cadre orbifolde en e´tend conside´rablement le domaine
d’application quand κ(Xy) = −∞.
Dans le cas particulier ou` E = ∅, on obtient:
5.3. Corollaire 1. Soit f : X → Y une fibration de type ge´ne´ral (ie: κ(f) = dim(Y ) > 0). Alors:
κ(X) = κ(Xy) + dim(Y ).
Si κ(X) = 0, on a donc:
5.4. Corollaire 2. Si κ(X) = 0, il n’existe pas de fibration de type ge´ne´ral f : X → Y . (On dira
que X est “spe´ciale”).
5.5. Corollaire 3. Soit f : X → Y et g : Z → X des fibrations. On suppose que:
1. (f ◦ g) est de type ge´ne´ral.
2. La restriction gy : Zy → Xy est de type ge´ne´ral (pour y ∈ Y ge´ne´ral).
Alors: g : Z → X est de type ge´ne´ral.
Ce re´sultat joue un roˆle crucial dans la suite.
ide´e de la de´monstration de 5.3: On suppose que dim(Y ) = 1 et que m+(f,D) = m(f,D), ∀D ⊂
Y . On a alors un diagramme commutatif dans lequel u est e´tale fini, et v fini, avec: v∗(KY +∆(f)) = KY ′ .
X ′
u=etale
//
f ′

X
f

Y ′
v
// Y
On se rame`ne au cas classique en observant que:
. v∗(m(KY +∆(f))) = m.KY ′ , et donc (par platitude de f), que:
10
. v∗(f∗(m.K(X/(Y/∆(f))))) = (f
′)∗(m.KX′/Y ′), la notation KX/Y de´signant comme d’habitude le
fibre´ canonique relatif (y compris si Y est une orbifolde).
Le cas ge´ne´ral se traite de la meˆme fac¸on, avec des de´tails techniques additionnels.
6. VARIE´TE´S SPE´CIALES.
A. Ge´ne´ralite´s.
6.1. De´finition: On dit que X est spe´ciale s’il n’existe pas de fibration (me´romorphe) f : X → Y
de type ge´ne´ral.
6.2. Exemples:
0. Varie´te´s de type ge´ne´ral: Si X est de type ge´ne´ral, alors X n’est pas spe´ciale (car idX : X → X
est alors une fibration de type ge´ne´ral).
1. Courbes: La courbe X est spe´ciale ssi elliptique ou P1, car une fibration de´finie sur X est soit
constante, soit idX , l’identite´ de X .
2. Reveˆtements: Si g : X → X ′ est une application me´romorphe surjective, et si X est spe´ciale,
alors X ′ aussi.
Si g est un reveˆtement e´tale fini, et si X ′ est spe´ciale, alors X est aussi spe´ciale.
La preuve de cette dernie`re assertion d’apparence triviale est difficile, et utilise le Corollaire 5.5
pre´ce´dent.
3. Surfaces: Une surface X est spe´ciale ssi elle est dans l’une des 3 classes suivantes:
. κ(X) = −∞: X est bime´romorphe a` P1 × C, avec C une courbe elliptique ou P1.
. κ(X) = 0: X a un reveˆtement e´tale fini bime´romorphe a` C2/Λ (tore complexe), ou a` une surface
K3.
. κ(X) = 1: X a un reveˆtement e´tale fini X ′ qui est une fibration elliptique f ′ : X ′ → C, de base
une courbe C elliptique ou P1, f ′ ayant au plus 2 fibres multiples si C ∼= P1, et aucune si C est elliptique.
Plus ge´ne´ralement, il existe pour tout n > 0 et tout κ ∈ {−∞, 0, 1, ..., (n− 1)}, des varie´te´s spe´ciales
X de dimension n et telles que κ(X) = κ.
4. Fibrations a` fibres et base spe´ciales: Soit f : X → Y une fibration telle que Xy (la fibre ge´ne´rale)
et Y sont spe´ciales. Alors: X n’est pas spe´ciale, en ge´ne´ral (voir l’exemple justificatif 2.14). Cependant:
6.3. The´ore`me: Si f : X → Y est une fibration telle que Xy (la fibre ge´ne´rale) et Y sont spe´ciales,
et si, de plus, f n’a pas de fibre multiple en codimension 1 (par exemple: si f a une section) , alors X
est spe´ciale.
La de´monstration de 6.3 repose sur le:
6.4. The´ore`me: Soit f : X → Y et g : X → Z des fibrations telles que: g est de type ge´ne´ral,
et Xy (la fibre ge´ne´rale de f) est spe´ciale. Alors: il existe une (unique) fibration h : Y → Z telle que
g = h ◦ g. (Les fibrations a` fibres spe´ciales “dominent” les fibrations de type ge´ne´ral).
11
X
f=f.sp.
//
g=typ.gen.

Y
h
~~ ~
~~
~~
~
Z
ide´e de la de´monstration: Si Z (et non seulement g) est de type ge´ne´ral, la famille (Vy :=
g(Xy))y∈Y de sous-varie´te´s de Z parame´tre´e par Y recouvre Z. Il s’agit de montrer que dim(Vy) = 0.
Sinon, on de´duit de (1.7.5) que Vy est de type ge´ne´ral. Ceci contredit l’hypothe`se que Xy est spe´ciale.
Le cas ge´ne´ral s’obtient par un argument analogue, apre`s avoir montre´ que (la factorisation de Stein de)
la restriction de g a` Vy est une fibration de type ge´ne´ral, pour y ∈ Y ge´ne´rique.
B. Varie´te´s RC, ou avec κ = 0.
Il s’agit des exemples fondamentaux de varie´te´s spe´ciales, qui ge´ne´ralisent le cas des courbes:
6.5. The´ore`me: X est spe´ciale dans les 2 cas suivants:
1. X est rationnellement connexe.
2. κ(X) = 0.
Le cas 2. est une simple reformulation du corollaire 5.4 ci-dessus. Le cas 1. peut eˆtre de´duit du
re´sultat suivant, applique´ aux courbes rationnelles de X (qui sont spe´ciales):
6.6. The´ore`me: Soit X une varie´te´ dans laquelle 2 points ge´ne´raux peuvent eˆtre joints par une
chaine connexe de sous-varie´te´s spe´ciales. Alors: X est spe´ciale.
ide´e de la de´monstration: Sinon, soit f : X → Y de type ge´ne´ral. Les chaines de sous-varie´te´s
spe´ciales de X qui rencontrent Xy, fibre ge´ne´rale de f , sont contenues dans Xy, puisque la restriction de
f a` une sous-varie´te´ spe´ciale de X en position ge´ne´rale est encore de type ge´ne´ral. Ceci contredit le fait
que dim(Y ) > 0, et que l’on peut joindre un point ge´ne´ral de Xy a` un point ge´ne´ral de X par une telle
chaine.
6.7. Remarques:
1. On ne sait pas si les varie´te´s κ-RC sont spe´ciales. C’est vrai cependant pour leur variante orbifolde
(les varie´te´s avec κ+ = −∞, de´finies en 7.5 ci-dessous).
2. On verra en 7.7 ci-dessous, que, re´ciproquement, les varie´te´s spe´ciales sont des tours de fibrations
en orbifoldes avec: soit κ+ = −∞, soit κ = 0.
C. Kobayashi-Ochiai orbifolde.
Un nouvel exemple de varie´te´ spe´ciales est fourni par le:
6.8. The´ore`me: Soit ϕ : Cn → X une application me´romorphe dominante (ie: de rang n = dim(X)
en un point au moins de Cn). Alors: X est spe´ciale.
6.9. Remarque: On peut donner des versions plus ge´ne´rales de 6.8, avec la meˆme conclusion, en y
remplac¸ant Cn par W × C, W quasi-projective arbitraire, pourvu que ϕ(W × {0}) = a ∈ X . On obtient
ainsi une version transcendante du fait que les varie´te´s RC sont spe´ciales..
On de´duit 6.8 de la version orbifolde suivante du the´ore`me d’extension de Kobayashi-Ochiai [KO75]:
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6.10. The´ore`me: Soit U un ouvert de Zariski d’une varie´te´ complexe connexe V , et ϕ : U → X
une application me´romorphe. Soit f : X → Y une fibration de type ge´ne´ral. On suppose que ψ := f ◦ϕ :
U → Y est dominante. Alors ψ s’e´tend me´romorphiquement a` V .
Le cas traite´ par Kobayashi-Ochiai est celui ou` X = Y est une varie´te´ de type ge´ne´ral (Dans 6.13,
Y peut eˆtre un espace projectif, comme dans l’exemple 2.14).
ide´e de la de´monstration:
U := (V −D)
ϕ
//
ψ=f◦ϕ
&&L
LL
LL
LL
LL
LL
X
f

Y
La de´monstration de [KO75] (avec X = Y ) repose sur le fait que ϕ∗(mKY ) ⊂ mKU . On peut
l’adapter a` notre situation orbifolde en montrant que f∗(m(KY + ∆(f)) ⊂ (Ω
p
X)
⊗m, et donc que:
ψ∗(m(KY +∆(f)) ⊂ mKU .
7. LE “COEUR”.
A. Le coeur.
7.1. The´ore`me: Soit X (compacte Ka¨hler connexe). Il existe une unique fibration cX : X → C(X),
de´finie a` e´quivalence bime´romorphe pre`s, telle que:
1. La fibre ge´ne´rale de cX est spe´ciale.
2. cX est une fibration de type ge´ne´ral, ou constante (ssi X est spe´ciale, donc).
On appelle cX le coeur de X , et dim(C(X)) := ess(X) sa dimension essentielle.
ide´e de la de´monstration: Unicite´ de cX re´sulte de 6.4.
Existence. On proce`de par re´currence sur n. Si X est spe´ciale, cX est l’application constante. Sinon
soit f : X → Y une fibration de type ge´ne´ral avec dim(Y ) = p > 0 maximum. On veut montrer que Xy
est spe´ciale. Soit f = h ◦ g le “coeur relatif” de f , constitue´ des deux fibrations g : X → Z et h : Z → Y
telles que la restriction gy := g|Xy : Xy → Zy soit le coeur de Xy. (L’existence de ce coeur relatif est
obtenue par la re´currence sur la dimension).
X
g
//
f
  B
BB
BB
BB
B
(Z)
h

Y
Donc gy est de type ge´ne´ral ainsi que h ◦ g. On de´duit de 5.5 que g est aussi de type ge´ne´ral. Donc
dim(Z) = dim(Y ), Z = Y , et g = f . Comme les fibres de g sont spe´ciales par construction, et que g = f ,
celles de f le sont aussi. Donc f = cX , par unicite´.
7.2. Exemples:
1. ess(X) = 0 ssi X est spe´ciale.
2. ess(X) = n = dim(X) ssi κ(X) = n, ie: ssi X est de type ge´ne´ral.
3. Si X est une courbe, on a donc: ess(X) = 0 ssi g(X) = 0, 1, et ess(X) = 1 ssi g(X) ≥ 2. On
peut de´crire: cX = (JX ◦ rX) (voir 2.7) et 6.4.
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4. On a fonctorialite´ du coeur dans le sens suivant: si f : X → Y est une fibration, alors il existe
une unique fibration cf : C(X)→ C(Y ) telle que cf ◦ cX = cY ◦ f .
5. Si f : X → Y est une fibration dont la fibre ge´ne´rale Xy est spe´ciale, alors il existe h : Y → C(X)
telle que cX = h◦f , par 6.4. En particulier, si f est soit rX : X → R(X), le quotient rationnel de X , soit
JX : X → J(X), la fibration d’Iitaka-Moishezon de X (de´finie si κ(X) ≥ 0), on a une telle factorisation h.
On dispose donc de factorisations hr : R(X)→ C(X), et hJ : J(X)→ C(X) de cX = hr ◦ rX = hJ ◦ JX .
6. Lorsque f = rX , il re´sulte de [G-H-S] que ∆(rX) = ∅, et que C(X) = C(R(X)) (voir 4.3 et 2.11).
8. On peut appliquer ce qui pre´ce`de a` f := JR(X) : R(X)→ J(R(X)) si κ(R(X)) ≥ 0 (la conjecture
−∞ affirme que c’est toujours le cas).
On obtient ainsi une factorisation hJ : J(R(X))→ C(X) = C(R(X)) de cX := hJ ◦ (JR(X) ◦ rX).
X
rX
//
cX
!!D
DD
DD
DD
D
R(X)
JR(X)
//
cR(X)

J(R(X))
hJ

C(X)
=
// C(R(X))
Cette factorisation est en fait le premier terme de la de´composition cX = (J ◦ r)
n du coeur en une
tour de fibrations a` fibres soit avec κ = 0 (au sens orbifolde), soit κ+ = −∞ (une version faible de la
connexite´ rationnelle).
B. La de´composition du coeur.
7.5 De´finition: κ+(X) = max{κ(Y, f), f : X → Y }, ou` f de´crit l’ensemble des fibrations de´finies
sur X .
La de´finition lorsque X est munie d’une structure d’orbifolde (X/E) est similaire, en remplac¸ant
κ(Y, f) par κ(Y, f, E) de´finie en 4.9).
(7.6) Remarque: Si X est RC, κ+(X) = −∞, et cette condition implique que X est κ-RC. Donc,
si la conjecture (1.10) est vraie, X est RC ssi κ+(X) = −∞.
(7.7) Proposition: Soit f : (X/E) → Y une fibration dont la base orbifolde et la fibre orbifolde
ge´ne´rale ont κ+ = −∞. Alors κ+(X/E) = −∞ aussi.
(7.8) The´ore`me: Soit (X/E) une orbifolde. Il existe une unique fibration r = r(X/E) : (X/E)→ Y
telle que:
1. κ(Y/∆(r, E)) ≥ 0.
2. κ+(Xy/Ey) = −∞.
3. De plus: p = dim(Y ) < dim(X) = n ssi κ(X) = −∞.
On appellera r(X/E) la “−∞-re´duction” de (X/E).
7.9. Soit maintenant f : X → Y une fibration. On de´finit des fibrations r et J comme suit:
a. rf = r(Y/∆(f) : Y → R(f) dans tous les cas.
b. Jf := J(Y/∆(f)) : Y → J(f) si κ(Y/∆(f)) ≥ 0 (voir (3.3)).
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X
f
// Y
rf
yyss
ss
ss
ss
ss
R(f)
Jrf◦f
// J(rf ◦ f)
La compose´e sf := J(rf◦f) ◦ rf : Y → Sf := J(rf ◦ f) est donc bien de´finie dans tous les cas, par la
condition 7.8.1. Les fibrations rf , Jf coincident avec rX , JX quand f = idX .
De plus, sf = idY ssi: ou bien Y est un point, ou bien (Y/∆(f)) est de type ge´ne´ral.
7.10. The´ore`me: Si f : X → Y est a` fibre ge´ne´rale spe´ciale, alors sf ◦ f : X → Sf aussi.
C’est une application facile d’une version orbifolde de (6.3).
On en de´duit, par application ite´re´e des fibrations sf , commenc¸ant avec f0 = idX (qui est a` fibres
spe´ciales!), une suite de fibrations sk := (J ◦ r)k : X → Sk(X), k ≥ 0, a` fibres spe´ciales. Cette suite
stationne a` sk : X → Sk(X), k ≤ n, ssi: ou bien Sk(X) est un point, ou bien s
k une fibration de type
ge´ne´ral.
On obtient donc:
7.11. The´ore`me (de “de´composition du coeur”): Pour toute X , on a: cX = (J ◦ r)
n.
En particulier, si X est spe´ciale:
7.12. Corollaire: X est spe´ciale ssi (J ◦ r)n est la fibration constante de´finie sur X (ie: ssi X peut
eˆtre de´compose´e comme une tour de fibrations a` fibres orbifoldes ayant soit κ+ = −∞, soit κ = 0).
7.13. Remarque: Les dimensions des Sk(X), k ≤ n de´finissent de nouveaux invariants bime´ro-
morphes de X , fonctoriels pour les applications me´romorphes surjectives. Ces invariants sont aussi,
conjecturalement, des invariants de de´formation (voir 8.2).
On a un exemple simple de de´composition du coeur dans le cas des surfaces.
7.14. Exemple: Si X est une surface. Alors: cX = (J ◦ r)
2, ou` J et r sont des versions orbifoldes
explicites du quotient rationnel et de la fibration d’Iitaka-Moishezon. Plus pre´cise´ment:
. Si κ(X) = −∞, alors X est bime´romorphe a` P1 × C, avec g := g(C) ≥ 0. Donc:
Si g = 0, rX = cX est l’application constante.
Si g = 1, rX : X → C est la seconde projection. Et JC = JR(X) = cX est l’application constante.
Si g ≥ 2, rX : X → C est la seconde projection, et JC = idC . Donc cX = JR(X) ◦ rX : X → C.
. Si κ(X) = 0, JX = J ◦ rX = cX est l’application constante de X .
. Si κ(X) = 2, on a: cX = rX = JX = idX , donc encore: cX = JX ◦ rX .
. Si κ(X) = 1, on a rX = idX , et J := JX : X → C est une fibration elliptique sur une courbe
C. On fait intervenir la base orbifolde B := (C/∆(J)) de J . On de´finit r := rB et J := JB en fonction
de κ(B) comme dans le cas non-orbifolde. (ie: rB est l’application constante ssi κ(B) = −∞, et JB est
l’application constante ssi κ(B) = 0). On constate alors que cX = (J ◦ r)
2 dans tous les cas.
C’est le cas le plus simple dans lequel les versions orbifoldes de J et r interviennent. On trouvera la
decomposition (nettement plus complique´e) de cX en dimension 3 dans [C01].
8. CONJECTURES.
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A. De´formations.
8.1. Conjecture: La classe des varie´te´s spe´ciales est stable par de´formation et spe´cialisation.
(Ceci est vrai jusqu’en dimension 2).
Plus ge´ne´ralement:
8.2. Conjecture. ess(X) et cX sont invariants par de´formation de X . Plus ge´ne´ralement: toutes
les fibrations interme´diaires (J ◦ r)k et r ◦ (J ◦ r)k se de´forment avec X , pour n ≥ k ≥ 0.
8.3. Remarques: L’invariance par de´formation de κ (due dans des cas substantiels a` Y.T.Siu)
re´sout affirmativement le cas k = 0, lorsque κ ≥ 0. Si la conjecture −∞ est vraie, alors la conjecture 7.8
est vraie pour r (ie: le cas k = 0).
B. Le groupe fondamental.
8.4. Conjecture. Si X est spe´ciale, alors pi1(X) est presque-abe´lien (ie: est abe´lien, si l’on remplace
X par un reveˆtement e´tale fini ade´quat).
Cette conjecture est vraie si X est RC (car pi1(X) = 1, dans ce cas), ou si pi1(X) est line´aire (ie:
plongeable dans un Gl(n,C)), ou si c1(X) = 0, par Calabi-Yau. Un cas crucial ouvert est κ(X) = 0.
Le cas ge´ne´ral se re´duit d’ailleurs aux versions orbifoldes des cas κ+ = −∞ et κ = 0, a` l’aide de 7.7
ci-dessous. On peut en effet (voir [C01]) naturellement de´finir les notions de groupe fondamental d’une
orbifolde (a` multiplicite´s “standard” (voir 3.1)), et d’orbifolde spe´ciale).
C. La pseudome´trique de Kobayashi.
Si X est une varie´te´ complexe compacte (Ka¨hler, ici), on note dX : X ×X → R sa pseudome´trique
de Kobayashi.
8.5. Conjecture: X est spe´ciale ssi dX ≡ 0.
Cette conjecture est vraie si X est RC, et pour n = 1 et n = 2 (sauf, peut-eˆtre, si κ(X) = 2, auquel
cas elle est une version faible de la conjecture hyperbolique de Lang). Le cas crucial ouvert est, a` nouveau:
κ = 0.
On peut de´montrer cette conjecture dans le cas particulier ou` X admet une fibration f : X → Y
dont les fibres lisses sont RC ou des varie´te´s abe´liennes, pourvu que deux points ge´ne´riques de la base
puissent eˆtre joints par l’image d’une courbe entie`re de Y (ie: une application holomorphe de C dans Y ).
Une autre situation dans laquelle on peut e´tablir que dX ≡ 0 implique: X est spe´ciale, est celle
du the´ore`me 6.8. En effet, dX s’annule alors sur l’adhe´rence de l’image de ϕ : C → X , suppose´e non
de´ge´ne´re´e. Si cette image est dense, on a donc dX ≡ 0, et X est spe´ciale par 6.8. La situation de la
remarque 6.9 est similaire, plus ge´ne´rale.
On peut d’ailleurs poser de nombreuses questions dans ce contexte. Parmi celles-ci:
1. A-t’on dX ≡ 0 si dX s’annule sur U × U , ou` U est un ouvert non vide de X (pour la topologie
“cohe´rente”, bien suˆr)?
2. Si dX ≡ 0, existe-t’il une application holomorphe ϕ : C→ X :
. d’image dense dans X?
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. dont l’image contient un ensemble fini donne´, arbitraire, de X? (Une re´ponse affirmative pour les
couples d’e´le´ments de X , avec variation alge´brique des solutions avec les donne´es, entrainerait, par 6.9,
que X est spe´ciale si dX ≡ 0).
Pour les X arbitraires, le coeur permet de formuler la:
8.6. Conjecture: Soit cX : X → C(X) le coeur de X , compacte Ka¨hler. Alors:
1. Il existe une unique pseudome´trique δX sur C(X) telle que dX = (cX)
∗(δX).
2. δX = dC(X/∆(cX)), la pseudome´trique de la base orbifolde de cX .
3. δX est une me´trique sur un ouvert de Zariski dense U de C(X).
L’assertion 1. n’est autre qu’une reformulation de la conjecture 8.5.
La condition 3. est donc, compte tenu de 2, la version orbifolde de la conjecture hyperbolique de
Lang.
La pseudome´trique de Kobayashi est de´finie sur une orbifolde (Y/∆), si ∆ =
∑
j∈J (1 − 1/mj).Dj ,
exactement comme dans le cas ∆ = ∅, mais en ne conside´rant que les applications h : D → Y du disque
unite´ D dans Y telles que h(k)(z) soit tangente a` tous les ordres k > 0 non multiples de mj a` Dj en
h(z) ∈ Dj pour tout z ∈ D tel que h(z) soit dans le lieu lisse du support de ∆.
D. Arithme´tique.
Soit X une varie´te´ projective de´finie sur un corps de nombres K. Soit K ′ ⊃ K un corps de nombres,
et X(K ′) ⊂ X l’ensemble des points K ′-rationnels de X .
8.7. Conjecture: X est spe´ciale ssi il existe un corps de nombres K ′ ⊃ K tel que l’ensemble X(K ′)
soit Zariski dense dans X . (On dit alors que X est “potentiellement dense”).
Cette conjecture n’est connue que dans des cas tre`s particuliers (varie´te´s unirationnelles, varie´te´s
abe´liennes), mais n’est pas meˆme de´montre´e pour les surfaces K3 les plus ge´ne´rales, ou les varie´te´s RC
(la version “corps de fonctions” est cependant connue pour les varie´te´s RC, par [G-H-S]).
Remarquons que cette conjecture diffe`re de celle de Colliot-The´le`ne-Harris, qui affirme que X est
potentiellement dense ssi aucun reveˆtement e´tale fini X ′ de X n’admet de fibration f : X → Y avec
Y de type ge´ne´ral et dim(Y ) > 0. [B-T] construit en effet des exemples de X simplement connexes
n’admettant pas de telle fibration, et non spe´ciales. (Autrement dit: les fibres multiples du coeur ne
peuvent eˆtre e´limine´es par un reveˆtement e´tale de X dans ce cas).
En analogie avec 8.6:
8.8. Conjecture. Soit X une varie´te´ projective complexe de´finie sur un corps de nombres K. Alors
cX(X(K)) ∩ U est fini, si U est l’ouvert de Zariski dense de X introduit en 8.6.3.
Autrement dit: X(K) est concentre´ sur un nombre fini de fibres de cX au-dessus de U .
Cette conjecture n’est connue que dans des cas tre`s particuliers: courbes et sous-varie´te´s de varie´te´s
abe´liennes.
8.9 Remarque: On pourra trouver la version “corps de fonctions” des conjectures pre´ce´dentes dans
[C01].
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